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Ein verallgemeinertes Variationsverfahren zur Behandlung
der Transportvorgiange in Metallen und Halbleitern

Von Dieter Dorn

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Hochschule Braunschweig
(Z. Naturforschg. 12 a, 739—749 [1957] ; eingegangen am 26. Juni 1957)

Ausgehend von den Bovrrzmann-Gleichungen fiir das Elektronen- und Phononengas wird gezeigt,
daf die Entropievermehrung je sec und cm?® durch Wechselwirkungsprozesse bei den Transportvor-
gingen unter gewissen Nebenbedingungen extremal wird. Dieses Prinzip der extremalen Entropie-
vermehrung kann dazu benutzt werden, um Niherungswerte fiir die elektrischen und thermischen
Transportgroflen zu berechnen. AuBlerdem ergeben sich ganz allgemein die Kervin-Beziehungen der
Thermoelektrizitat. Die Gleichungen werden auf den Fall des isotropen Halbleitermodells mit Ein-
bandleitung spezialisiert. Hierbei zeigt sich bei der Ermittlung der Wechselwirkungsintegrale unter
Bertiicksichtigung des Energie- und Impulssatzes, dal die Desvesche Temperatur bei allen Transport-
groflen des Elektronengases nur noch eine untergeordnete Rolle spielt. Die elektrische und thermische
Leitfahigkeit sowie die Thermokraft werden in einem vereinfachten Beispiel in den beiden ersten

Niherungen nach dem Variationsverfahren berechnet.

Die Bestimmung der elektrischen und thermischen
TransportgroBlen ist eines der Hauptprobleme der
Metall- und Halbleitertheorie. Fiir die Verteilungs-
funktionen der Elektronen und Phononen kénnen
zwei miteinander gekoppelte BoLrzmann-Gleichungen
aufgestellt werden, deren Losung bisher nur in den
einfachsten Grenzfallen moglich war. Versuche die-
ser Art fiir Halbleiter, die u. a. von TEr Haar und
NEeaves ! unternommen wurden, muBlten aus mathe-
matischen Griinden auf Ndherungen beschréankt blei-
ben, deren Giiltigkeitsgrenzen teilweise nur schwer
festzulegen sind. Die benutzten Vereinfachungen be-
ruhen im wesentlichen auf der Annahme, daf} die
Abweichungen der Gitterwellen und Elektronen vom
thermischen Gleichgewicht voneinander unabhingig
sind. Auf diese Weise werden natiirlich Uberlage-
rungseffekte von Elektronen- und Phononentransport
nicht erfallt, was in der Additivitat der Elektronen-
und Gitterwéarmeleitfdhigkeit zum Ausdruck kommt.

Zur Losung der Borrzmans-Gleichung fiir die Ver-
teilungsfunktion der Elektronen wurde von KonLer 2
unter der Annahme, dal} sich die Phononen im ther-
mischen Gleichgewicht befinden, ein Variationsver-
fahren entwickelt, das eine Berechnung der Trans-
portgrofen in einfacher Weise gestattet. Die zu vari-
ierende Funktion ist hierbei bis auf einen positiven
Faktor gleich der Entropievermehrung durch StoBe
pro sec und cm®. Das Variationsprinzip ist durch
einige Nebenbedingungen festgelegt und ldft sich
nach dem Rirzschen Verfahren behandeln. Es zeigt

1 D. ter Haar u. A. Neaves, Adv. Phys. 5, 241 [1956].
2 M. Konrer, Z. Phys. 124, 772 [1948] ; 125, 679 [1949].

sich, da} aufeinanderfolgende Ndherungen stets im
selben Sinne gegen einen Grenzwert streben, der die
exakte Losung der Borrzmann-Gleichung darstellt.
Je nach Wahl der Nebenbedingungen kann dieser
Grenzwert ein Maximal- oder Minimalwert fur die
gesuchte Funktion sein. Der Ubergang zu héheren
Néherungen bringt keinerlei mathematische Schwie-
rigkeiten mit sich, sondern erhoht lediglich den
algebraischen Aufwand.

Es liegt nun der Wunsch nach einem allgemeine-
ren Variationsprinzip nahe, das in analoger Weise
wie oben eine Bestimmung der Transportgroflen bei
gleichzeitiger Beriicksichtigung der Abweichungen
der Elektronen und Phononen vom thermischen
Gleichgewicht ermoglicht. In der Tat erlauben die
Symmetrieeigenschaften der Stofoperatoren (vgl.
SonpHEIMER ?) die Angabe einer verallgemeinerten
Extremalfunktion (§ 1), die ebenfalls proportional
zur Entropievermehrung durch Stofe ist (s. auch
Ziman 4).

Die Nebenbedingungen ergeben sich zwangsldufig
wie im einfacheren Fall, wenn sich die Gitterwellen
im thermischen Gleichgewicht befinden. Sie werden
in der nachstehenden Rechnung so gewahlt, daf sich
ein Maximalprinzip ergibt entsprechend dem Enskoc-
schen Maximalprinzip (s. Konrer 2). Die Aufstellung
des Extremalprinzips erfordert keinerlei Beschrén-
kung hinsichtlich der Art der Streumechanismen, wo-
durch eine spitere Berechnung der Transportgroflen
wesentlich vereinfacht wird.

SoxpuEeMER, Proc. Roy. Soc., Lond. A 234, 391 [1956].
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4 J. M. Zmvan, Canad. J. Phys. 34, 1256 [1956].
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Die physikalische Interpretation der Extremal-
funktion als eine Grofle proportional zur Entropie-
vermehrung durch Stéfle (s. Anhang) erlaubt die
Zerlegung derselben in eine Summe von Produkten
konjugierter Strome und Krifte (§ 3, s. a. pE Groor,
Domenicarr®). Wahlen wir als konjugierte Strome
die Teilchen- und die Warmestromdichte, so erge-
ben sich auf Grund der Onsacerschen Beziehungen
zwangsldufig die KevLvin-Beziehungen der Thermo-
elektrizitit (SoxpuHemMer?). Die Darstellung der
Strome als lineare Funktionen der zu ihnen kon-
jugierten Krifte liefert Koeffizienten, die in ein-
facher Weise mit den gesuchten Transportgrofien
zusammenhéngen (s. KonLer 2).

Wihrend das Extremalprinzip in seiner allgemei-
nen Fassung in gleicher Weise fiir Metalle und Halb-
leiter gilt, wird die praktische Durchfithrung des
Verfahrens am Beispiel nichtpolarer Halbleiter mit
Elektronen als Ladungstrigern gezeigt. Wir beschran-
ken uns hierbei auf den klassischen Teil der Fermi-
Statistik, d. h. auf nichtentartete Halbleiter.

Die Wechselwirkungen zwischen Elektronen und
Phononen werden nach der Brocuschen Theorie (s.
SommerreELD und BetHE ) unter Benutzung der ib-
lichen vereinfachenden Annahmen erfafit. Hierbei
muf} im Gegensatz zur Metalltheorie den Energie-
dnderungen der Elektronen beim Stofl Rechnung ge-
tragen werden, was u. a. einen Einfluf} auf die Gren-
zen der Wechselwirkungsintegrale hat. Gleichzeitig
sieht man, dal} in der Halbleitertheorie die DeByE-
sche Temperatur bei allen Transportgroflen des Elek-
tronengases nur noch eine untergeordnete Rolle
spielt. Dadurch entfallt die bei Metallen ibliche
Einteilung der Temperaturskala relativ zur Deye-
schen Temperatur.

Zur Vereinfachung des Formalismus werde ein
elektrisches Feld und ein Temperaturgradient in z;-
Richtung angenommen. Die beiden Borrzmann-Glei-
chungen konnen dann in zwei simultane Integral-
gleichungspaare aufgespalten werden (§ 4), fiir die
sich das Variationsverfahren gemeinsam formulieren
laBt.

Die Auswertung des Variationsprinzips erfolgt
nach dem Rirzschen Verfahren, wozu die Stérung
der Verteilungsfunktionen durch geeignete Potenz-
reihen ersetzt wird. Die Bestimmung der Koeffizien-
ten dieser Potenzreihen aus der Extremalforderung
fiir die Entropievermehrung durch St6fe wird damit

5 S. R. pE Groor, Thermodynamics of Irreversible Processes.
North-Holland Publ. Co., Amsterdam 1952. — C. A. Do-
mextcaLl, Rev. Mod. Phys., 26, 237 [1954].
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ein Problem der gewohnlichen Differentialrechnung.
Die Art des Extremalwertes wird wieder durch die
Nebenbedingungen festgelegt.

Die abschlieBenden Rechnungen sollen die prak-
tische Durchfiilhrung des Variationsverfahrens an
einem einfachen Beispiel illustrieren. Daher wird
aufler der Elektronen — Phononen-Wechselwirkung
nur noch diejenige zwischen den Phononen beriick-
sichtigt, die zur Herstellung eines Gleichgewichtes
der Phononen notwendig ist. Nach Art des Varia-
tionsverfahrens ist die Berticksichtigung zusitzlicher
Streumechanismen leicht durchzufiihren, da die Ein-
flisse additiv gehen. Es werden die elektrische und
die thermische Leitfdhigkeit sowie die Thermokraft
in erster und zweiter Naherung berechnet, wobei
sich zeigt, dal die simultane Behandlung der Ab-
weichungen der Elektronen und Phononen vom ther-
mischen Gleichgewicht keine zusitzlichen mathema-
tischen Schwierigkeiten mit sich bringt.

1. Formulierung des verallgemeinerten
Variationsprinzips

Die Aufstellung des verallgemeinerten Variations-
prinzips geschieht am einfachsten im Anschlul an
die von SonpHEIMER ? zum Beweis der KeLvin-Bezie-
hungen gewihlte Darstellung.

Der Zustand der Elektronen vom Wellenvektor f
sei durch eine Verteilungsfunktion f(f) charakteri-
siert, derart, dal (1/8 %) f(f) df die Anzahl von
Elektronen im Intervall f bis f+df ist. Im thermi-
schen Gleichgewicht geht f(f) in die Fermi-Funktion
tiber. Analog ist die Verteilungsfunktion NV (q) der
Phononen vom Wellenvektor q definiert, die im ther-
mischen Gleichgewicht der Pranck-Funktion gehor-
chen.

Beide Verteilungsfunktionen f(f) und N(q) kon-
nen aus zwei Borrzmann-Gleichungen bestimmt wer-
den, wobei wir der Einfachheit halber annehmen
wollen, dal} lediglich ein elektrisches Feld F und ein
Temperaturgradient 97/3z, in z,-Richtung vorhan-
den sei. Dann ist

3 3¢, E ST) _[ag}
! 3E(eF+T§I‘1 T ' T Ox |3t Sﬁ;[jn. (1)
an, 3T _[oN
u 59 S =[5 e 12

mit — e als Ladung eines Elektrons.

6 A. Sommerrerp u. H. Berue, Handbuch der Physik (Geicer
u. Scueer), Bd. 24/I1, Berlin 1933.
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Fiir die Verteilungsfunktionen f(f) und N(q)

machen wir die Ansatze

O =he) - 20 h, (3)
N(g) =Ny(z) - * @ . (4)

Mit den Abkiirzungen ¢ =E/kT und x=hv/kT.
Die Abweichungen der Gitterwellen vom thermi-
schen Gleichgewicht betrachten wir als so klein, da3
wir uns auf lineare Glieder in @ und ¥ beschrin-
ken konnen. Die zeitlichen Anderungen der Vertei-
lungsfunktionen f und N durch StoBe lassen sich
dann in die Summe von je zwei linearen Operatoren
zerlegen, die dann nur von @ bzw. ¥ abhingen:

of B )
[gt]Stﬁﬁe = —L(9) - L,(¥), (5)
%ZZJStaBe = —Ly(P) - L, (¥). (6)

SonpHEIMER konnte unter Beschrankung auf die
Wechselwirkungen zwischen Elektronen und Phono-
nen eine Reihe von Symmetriebeziehungen beweisen,
mit deren Hilfe die Aufstellung einer allgemeineren
Extremalfunktion ermoglicht wird [s. SoNpDHEIMER 3,
Gln. (21) bis (23)]. Beriicksichtigen wir auflerdem
noch Wechselwirkungsmechanismen, die auf Elek-
tronen oder Phononen allein wirken, so werden hier-
durch lediglich die Operatoren L; und L, um posi-
tive Zusatzterme vermehrt, durch welche die erwihn-
ten Symmetriebeziehungen ungeéndert bleiben.

Im Hinblick auf den spiteren spezialisierten An-
satz wollen wir ¥ (q) als eine ungerade Funktion
annehmen. Damit 148t sich zeigen, daB} folgender
Ausdruck symmetrisch ist hinsichtlich einer Ver-
tauschung der Indizes 1 und 2 der Vergleichsfunk-
tionen @, P,, ¥, und ¥, :

[ DAL (D) + Ly (W)} dE

+ [V {Ly(Py) +Ly(W3) } o
Setzen wir hierin @; =@, und ¥, =Y,, so ergibt
sich, ohne dal @, und ¥, Losungen der BorL1zmaNN-

Gleichungen (1) und (2) zu sein brauchen, folgen-
der positiv-definite Ausdruck

{D,,7,}= 81;3./‘@1{1'1(451) +L(¥,)} df (7)
+ ot [ P{Ly(P)) +Ly(Py) }dg 2 0.

Wir wollen nun die linken Seiten der beiden Borrz-
mann-Gleichungen (1) und (2) mit —P(f) und
—Q(q) abkiirzen. Diese lauten dann
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Ly(®P) +Ly(¥) =P(Y) , (8)
Ly(D) +Ly(¥) =Q(q) . 9)

Ersetzen wir nun in Gl. (7) die Funktion @, durch
@ — D, und ¥, durch ¥ — ¥, so ergibt sich unter
Beachtung von (8) und (9)

{2, V) 2{P,, ¥y},

wobei also @ und ¥ Lésungen der Borrzmann-Glei-
chungen (8) und (9) sind. Damit 1aBt sich folgen-
des Verallgemeinertes Variationsprinzip formulieren:
® und ¥ seien Losungen der beiden simultanen
Integralgleichungen (8) und (9). @; und ¥, be-
liebige Funktionen, die den Nebenbedingungen

[ B (DL, (D)) + Ly (W) } dE = [ Dy (F) P(E) dF,
(11)

[P @ {Ls (D)) + Ly(¥y) } da = [ P4(a) Q(q) dg
(12)

unterliegen. Dann sind von allen Vergleichsfunktio-
nen @, und ¥, die diesen Nebenbedingungen ge-
horchen, @ und ¥ diejenigen, die die Funktion
{®,,¥,} zum Maximum machen.

Unabhingig von der eingangs gemachten An-
nahme kann das Variationsprinzip auch fiir belie-
bige Richtungen des elektrischen Feldes und des
Temperaturgradienten definiert werden.

(10)

2. Die elektrischen und thermischen Transport-
groBlen und die Onsagerschen Beziehungen

Zur Vereinfachung der Darstellung des Variations-
verfahrens wollen wir auch weiterhin nur ein elek-
trisches Feld und einen Temperaturgradienten in
z,-Richtung annehmen. Die Abweichungen der Ver-
teilungsfunktionen vom thermischen Gleichgewicht
konnen dann in iblicher Weise angesetzt werden:

D(f) =kyc(e) und P(q) =q.b(z). (13)
Fir die StoBoperatoren schreiben wir dann
of - _
o, ky Zy(c) —ky Z5(b), (14)
SN -
ETI P —q1Z%5(c) — ¢, Z,(b) . (15)

Die Operatoren #; bis #, sind analog zu den Ope-
ratoren Ly bis L, definiert. In allen wird die Wech-
selwirkung zwischen Elektronen und Phononen be-
riicksichtigt, wihrend #; und Z, zusitzlich diejeni-
gen Stollprozesse erfassen, die auf Elektronen bzw.
Phononen allein wirken.
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Die Form der Borrzmann-Gleichung legt folgende Zerlegung der Funktionen c(¢) und b(z) nahe:

c(e) =

b(z) = n(eF+T ° 5)b<’/=>(x)+?“ ! a,T b () .
m T Ox,

Damit erhalten wir zwei simultane Integralgleichungs-
paare, fur die wir abkiirzend schreiben konnen

L1(c™) + 25 (b™) = PP (¢) , (18)
L3(c™) + L4 (b™W) =QW (x) (19)

mit den Abkiirzungen
P () = o Q¢ (x) = (20)
PO (e) =ES,  QU(z) = W™ SN (o7

3E’ ET 3z °

Jo= 355 [o Ef(h dE+

<eF+T 3 ;)c(s/g)(e)_*_ h 1 aT 5/’)(8) ,

(16)

(17)

Das Verschwinden der Funktion Q™ () fiir n=3/2
bringt zum Ausdruck, daf} der elektrische Strom aus-
schlieflich von den Elektronen bzw. den Ladungs-
tragern getragen wird, wihrend die Phononen ledig-
lich als StoBpartner der Elektronen den elektrischen
Strom beeinflussen.

Wir wollen nun die Teilchenstromdichte J. und
die Warmestromdichte J, betrachten. Unter Beriick-
sichtigung des Spins ist

To= 35y [ f(h) at (22)

und

]uthqN(q) dq (23)

Mit Annahme einer isotropen Schallgeschwindigkeit u, setzen wir u; =u,q;/q und hvy=hu,q. Fir die
Verteilungsfunktionen f(f) und N(q) benutzen wir die iiblichen Ansitze und fithren gleichzeitig die Zer-

legungen (16) und (17) durch. Wir erhalten dann

Jo= -

S (eF+T 9 ;) —Sg,;;

Die Integrale S, , lassen sich gemeinsam definieren durch

Suz,n 8 e ("l) /k 2 ¢(m) (5) P® (8) df +

Wie SonpueMER 3 in allgemeinerem Rahmen zeigen
konnte, ist S,;, » =Sy, m , was sich sogleich als Spezial-
fall der Oxsacerschen Beziehungen ergeben wird.
Die Extremalfunktion {®, ¥} mit @ und ¥ als
Lésungen der Integragleichungen (8) und (9) ist
gleich der mit der Temperatur T multiplizierten
Entropievermehrung durch Stofe pro sec und cm?.
Der sehr einfache Beweis wird im Anhang durch-
gefithrt. Wir konnen diesen Ausdruck daher nach
der Thermodynamik der irreversiblen Prozesse zer-
legen in eine Summe von Produkten konjugierter
Strome und Kréfte. Wahlen wir als Strome den
Teilchenstrom /, und den Warmestrom J,;, so erhal-
ten wir durch Zerlegung der Funktion {®, ¥} als
dazu konjugierte Krifte
X,— - (eF+Tea;l g) und K= — L BT

ra, (27

1) ~Stir s, (24)
1 3T

T 32 (25)

<h>2 /912 bim (z) Q(n) (2) dq. (26)

Die Strome lassen sich als lineare Funktionen der

Krafte schreiben:
]e:LceXe+Lequa

(28
Ja=Lge Xo+ Lgq Xy :

womit wir durch Vergleich mit den analogen Gln.
(24) und (25)

Lee:SZ,g )

Leq=sg’%’

(29)
Loq=Ss.3

Lqe=53,g ’

erhalten. Hierbei ist nach den Oxsacerschen Bezie-
hungen L =Ly, oder S, n=Sp m in Ubereinstim-
mung mit SONDHEIMER.

Die Gln. (24) und (25) konnen nach der elek-
trischen Feldstirke F und der Warmestromdichte J,

aufgelost werden:
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F= QJ _*_gal,,, l,a,;.,

dz, e Oz

T 1 50)
]q=H]—9»sa71 re-].

Hierin ist /= —e J, die elektrische Stromdichte und
6=0"1=8; 3 die elektrische Leitfdhigkeit. Aufler-
dem ist unter Beachtung der Onsacerschen Bezie-
hungen

T(‘,’:H: C _7‘?3,_,

e eS8y’ (31)

S3 5)?
Tx=Sg;— 0% 32
BT gy (32)

wo ¢ die absolute Thermokraft, II der PEevrTIER-
Koeffizient, % die Gesamtwarmeleitfdhigkeit und
{ die Fermische Grenzenergie ist. Gl. (31) enthalt
gleichzeitig die KEevrvin-Beziehung, die sich somit
als Folge der Onsacerschen Beziehungen ergibt.
Diese wie auch die GIn. (30) und (32) sind
Spezialfalle von allgemeineren Tensorbeziehungen,
die sich bei Anwesenheit eines Magnetfeldes und
beliebiger Richtung des elektrischen Feldes und des
Temperaturgradienten aufstellen lassen (s. Konrer 7).

3. Die StoBoperatoren nach der Blochschen
Theorie unter Beriicksichtigung des

Energiesatzes

Im folgenden soll die Durchfithrung des Varia-
tionsverfahrens am Beispiel eines nichtpolaren Halb-
leiters mit Einbandleitung besprochen werden. Die
Wechselwirkungen der Elektronen mit den thermi-
schen Gitterschwingungen beschreiben wir nach der
Brocuschen Theorie, wobei wir uns der von Som-

MerreLD und BeTHE® gegebenen Darstellung an-
schlieBen.
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Bei der Ubertragung der Brocuschen Theorie auf
Halbleiter sind eine Reihe von Anderungen erfor-
derlich, deren wesentlichste wohl der Ubergang zur
klassischen Bovrrzmann-Verteilung ist. Hierdurch be-
dingt, spielt die Desyvesche Temperatur bei allen
TransportgroBen, die durch das Verhalten der Elek-
tronen beeinfluBt werden, praktisch keine Rolle mehr.
Die Grenzen fiir eine Integration iiber den g-Raum
werden nunmehr aus dem Energiesatz bestimmt, wo-
bei wir auch die Energieinderungen der Elektronen
beim Stofl mit den Phononen beriicksichtigen. Im
tibrigen iibernehmen wir die in der Brocmschen
Theorie iiblichen Vereinfachungen 8, die hier nicht
noch einmal gesondert aufgefiihrt werden sollen.

Die zeitlichen Anderungen der Verteilungsfunktion
der Elektronen infolge ihrer Wechselwirkung mit
den Phononen waren fiir den Fall, dafl sich die
Phononen im thermischen Gleichgewicht befinden,
bereits in einer fritheren Arbeit® (fortan mit I zi-
tiert) angegeben worden.

Bei Beriicksichtigung der Abweichungen der Pho-
nonen vom thermischen Gleichgewicht erscheinen in
den eckigen Klammern der Gl. (I, 2) folgende Zu-

satzterme

' R, q
(21@4:211(2)[)(9”) ’

wobei natiirlich die Integrationsgrenzen ungeindert

bleiben. AnschlieBend gehen wir wieder zu

x=huyq/kT
als neuen Integrationsvariablen iiber und benutzen
dabei die Abkiirzungen

T 2kT T (33)

Die Bezugstemperatur @ ist bei den meisten Halb-
leitern von der GroBenordnung 1 °K, so daB auBer
fiir extrem tiefe Temperaturen stets 0 <1 ist.

Lassen wir auch negative z-Werte zu, so ergibt die Zerlegung (14) folgende Operatoren

ZTmax
— B TF 2dr g2 44824862 2
210 = e ri f SO (@48 -88 ) cle+2) +8cc(e)],  (34)
Zmax
e 8 o 2_
Z3(b) = 256 8'(k )"z &2 / [er—1] bi|m) f4.8%—z) (35)

7 M. Konrer, Ann. Phys., Lpz. (5) 40, 601 [1941].
8 Siehe Anm. 8, S. 518.

9 D. Dory, Z. Naturforschg. 12a, 18 [1957].
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mit den Abkiirzungen
d=8n(kT)”/3a"a wund a=3Mhu?/2a0Q,C>. (36)
n ist die Dichte der Elektronen im Leitfdhigkeitsband. Die Integrationsgrenzen sind wieder
Tmax=40Ve (1+6/Ve) und  zZyn=—48Ve(1-6/Ve). (37)

Genau genommen darf in den obigen Ausdriicken fiir die StoBoperatoren die Energie nur so grof} werden,

daB nach dem Desyrschen Modell %, =~ 4 6 Ve < Op/T bleibt. Durch Auflésen nach ¢ sieht man jedoch,
dal} diese Grenze erst fiir sehr grole ¢-Werte tiberschritten wird, was wiederum wegen des exponentiellen
Abfalls der Borrzmann-Verteilung keine Rolle spielt. Wir lassen also in tiblicher Weise ¢ von 0 bis ~ laufen.

Fiir die zeitliche Anderung der Verteilungsfunktion der Phononen infolge ihrer unelastischen Wechsel-

wirkungen mit den Elektronen liefert die Brocusche Theorie (s. Anm. %, § 42)

£max
2,Cqy et
18 M 72 uy er—1

on _

[-atE}EIektron h
‘min

Die Integrationsgrenzen werden wieder aus dem

Energiesatz bestimmt. Wir miissen iiber dasselbe

Grundgebiet der ,,x, e-Ebene® wie beim 1. Integral

der Gl. (I, 2) integrieren und erhalten demzufolge

Emax= o und &pipp= (1—462)2/16 %, (39)

Nach der Desyeschen Theorie darf 2 nur wieder von
0 bis Op/T anwachsen. Diese Einschrankung konnen
wir jedoch fallen lassen und iber 2 von 0 bis ~
integrieren, sofern wie in Gl. (38) die Borrzmanx-
Funktion auftritt, also Elektronen als StoBpartner
beteiligt sind. In diesem Fall erscheint &,;, im Ex-
ponenten der e-Funktion, wodurch fiir einen beson-
ders schnellen Abfall des Integranden bei wachsen-
dem z gesorgt wird, da auBlerdem bei nicht zu tiefen
Temperaturen 0 <1 ist. Wir sehen also auch hier
wieder die nur untergeordnete Bedeutung der DeBye-
schen Temperatur @y, bei der Berechnung der Trans-
portgrollen von Halbleitern, sofern sie nicht wie die
reine Gitterwirmeleitfdhigkeit vom Leitungstyp des
Kristalls in 1. Ndherung unabhéngig sind.

/‘ Cetde [(1+ ”f”“)lc(s+x)+ (1— @,@)%C(e)_b(x) ] (38)

L q L q

Zur Herstellung einer stationdren Verteilung der
Phononen werden wir fortan neben der Elektronen—
Phononen-Wechselwirkung auch die Streuung von
Phononen untereinander beriicksichtigen. Wir be-
schreiben sie summarisch durch Angabe einer mitt-
leren freien Weglidnge [, der Phononen und setzen
blicherweise

oN u, A
IR () -}
Uy a1 0
™ b(=) 37 r - (40)
Eine Erweiterung der Rechnung auf andere Wech-
selwirkungsmechanismen, die auf die Phononen al-
lein wirken, ist im Rahmen des Variationsverfahrens
mit geringem Aufwand moglich, da bei der Wahl
der Entropievermehrung durch Stéfe als Extremal-
funktion derartige Einfliisse additiv gehen. Wir wol-
len jedoch die Darstellung des Variationsverfahrens
nicht unnotig beschweren und daher hiervon absehen.
Fiihren wir nun die Zerlegung (15) durch, so er-
halten wir fiir die beiden anderen StoBoperatoren

__ 6d 1 [ 2 a8
Ly(0) = — g s /e de[(2+40%) c(e+7) + (z—40%) c(e)] . (41)
®min
dd  b(2) [ (2—46%2) u, b(x)
L B et O SO .. ] N L. . — 2
+(b) 4(kT): ez—1 | 160 | kT (er—1)(1—e—7) (42)

4. Losung des Variationsproblems durch Anwendung des Ritzschen Verfahrens

Zur Losung des Variationsproblems muf die Extremalfunktion {®, ¥} in Integrale iber ¢ und z
umgeformt werden. Im Hinblick auf die obigen Uberlegungen iiber die Integrationsgrenzen lassen
wir x zundchst nur von 0 bis @/T laufen und entscheiden erst von Fall zu Fall tiber eine Erweiterung
des Wertebereichs bis cc .
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Fiir die folgende Rechnung zweckmiBiger ist die Definition einer neuen Extremalfunktion {c,b}, die
analog zur Funktion (c,c¢) der WiLsonschen Darstellung1® gebildet wird. Sie unterscheidet sich von
der bisherigen Extremalfunktion {®, ¥} nur um einen konstanten Faktor. Wir zerlegen sie gleichzeitig
nach Gln. (16) und (17) und erhalten damit als Verallgemeinertes Variationsprinzip folgende Aussage:
Die Losungen ¢™ (¢) und 5™ (z) der beiden simultanen Integralgleichungen (18) und (19) sind so be-
schaffen, da} sie die Funktion

el

{e®, 6™} = (kT)™ f &7 c™ (e) { L (c™) + L5 (b™) } de (43)
‘ op/T
+&Dh / A b0 (2) { Ly (c™) + L, (™)} da
0
zum Maximum machen unter den Nebenbedingungen
/ & { L (c™) + Ly(b™)} de = / £l ¢ P e
0 0
op/T Op/T (44)
[ b (L) + 2,060} de= [ b0 QW s,
0 0

wobel die Integraloperatoren Z; bis #, durch die Gln. (34), (35), (41) und (42) gegeben sind.

Mit Hilfe des Rirzschen Verfahrens lafit sich das Variationsproblem in eine gewohnliche Extremalaufgabe
der Differentialrechnung verwandeln. Hierzu entwickeln wir die Storfunktionen ¢ (¢) und 5™ (z) nach
steigenden Potenzen ihrer Argumente:

c™ (g) = Z /et b (z) = Z ROF (45)
=0 =0

Fir die Extremalfunktion ergibt sich damit

{C(n)a b(n)} = Z (d,s Cr(n) Cs(n) +2 8rs cr(n> bs(n) +hys br(") bs(") ) (46)
r,s=0
mit den Koeffizienten
ds= (ET)™" / erth P, (&%) de, (47)
0
o Op/T
5/s r+3/, s ) k T)%: s+ r
gro= (ET)" f e Ly () de= &1 / P Ly(e) de, (48)
i} 0
(')D/T
k T)%: o "
hey=E00 / 2L, () e (49)
0

Es 1ait sich leicht beweisen, dal} die Matrizen (d,;) und (h,;) symmetrisch sind. Eine analoge Umformung
der Nebenbedingungen ergibt

C1:

r,

(d/'s Cr(n) Cs(") + &8s cr('”> bs(n)) -
0 7

a’_(n) cl_(n) =0 ,

M8 58

C2 = (grs cr(’n) bs(’“) I hrs br(n) bs('")) - ﬂ/‘(‘n) br(‘m =0 .

P2 Ap2

r,s=0

10 A. H. Wisox, The Theory of Metals, University Press, Cambridge 1953.



746

mit den neueingefiihrten Koeffizienten

0, = (kT)" /sf+’/=P<"‘)(e) de,  (51)
0
Op/T
3 kT r+ n
g -CLL ‘/ 2 QW (z) dr. (52)
0

Die zu variierende Funktion ist also
{c™,6M} 4.4, Ci+45C,y

mit 4; und Z, als Lacranceschen Multiplikatoren.
Diese konnen nach der Variation mit Hilfe der Ne-
benbedingungen eliminiert werden, wodurch wir fol-
gendes unendliches Gleichungssystem fiir die Unbe-
kannten ¢, und b, erhalten:

Z (drs Cs(n) + 8rs bs(”)) - Cl,-(") =0 L
§s=0

(53)

e

Z (gs" Cs(n> =+ hsr bs(")) - /,))r(") =0

s=0

mit r=10,1,2;..., 00

Der Zusammenhang mit den thermoelektrischen
Transportgroflen ergibt sich am einfachsten durch
Betrachten der Koeffizienten S, ,,, die durch Gl.(26)
definiert sind. Nach dem Ubergang zu ¢ und z als
neuen Integrationsvariablen fiithren wir die Entwick-
lung (45) durch und benutzen zur Auflosung des
unendlichen Gleichungssystems (53) den Laprace-
schen Entwicklungssatz:

oo

a(2 1/2
Sppn= 16 73(h3m) Z (ar(") cr("l) +ﬂr(”) b,_(m))
r=0
_16a@m) A

- 3 b3 4" ey
Hierin ist A die Determinante der Koeffizienten-
matrix [ des Gleichungssystems (53) und 4,,, , eine
Determinante, die aus A4 durch Rénderung mit
ao(”’)’ Bo™, al('"), /’)’1(”0._' und a,™, 150(")’ al(">s
B.™ ... entsteht, wenn man zuvor die Koeffizienten
nach steigenden Indizes r und s ordnet.

Eine Auswertung dieser unendlichen Determinan-
ten ist nicht moglich, so dafl wir zu Naherungen mit
Determinanten beschrankter Zeilenzahl tibergehen
miissen. Die Konvergenz dieser Naherungen mit
steigender Zeilenzahl lafit sich allerdings nur im
Falle der elektrischen Leitfahigkeit allgemein bewei-
sen. Hierbei konnen wir auf die von Konirer? in
der Metalltheorie gemachte Entwicklung nach Unter-
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determinanten hinweisen, wobei eine Beriicksichti-
gung der Abweichungen der Gitterwellen vom ther-
mischen Gleichgewicht nur eine Korrektur darstellt.
Als l-te Ndherung schreiben wir

l
_16a@m)' AL

@)
Sm.n - 3 A3 AWl

(55)
wo Sm,n=1lim S Srlz) n.

Fiir [ =2 ergibt sich aus 4® durch Réinderung die
5-reihige Determinante

R

agn) doo 80 do1  &n
4 :;?))n = ﬂgn) go oo &0 Ty

“(1"1) doy &0 9411 &n
ﬁ(lm) g1 Mo &1 hn

Die Auflosung dieser Determinanten geschieht un-
abhingig von der Wahl der Indizes m und n am
besten durch Entwicklung nach den Elementen der
ersten Zeile und Spalte. Unter Berticksichtigung der
hierbei auftretenden Vorzeichen sind die entstehen-
den Determinanten die Elemente der zur Koeffizien-
tenmatrix 2 adjungierten Matrix 9 , deren Ele-
mente wir mit den entsprechenden groflen Buchsta-
ben bezeichnen. So ist z.B. D) das algebraische
Komplement zu d,;. Wegen der Symmetrie der Ko-
effizientenmatrix 2 ist auch 91;’21 symmetrisch, hat
also 31(l+1) verschiedene Elemente. Fassen wir
nun die Elemente der ersten Zeile und Spalte von
A,(,lt)n zu Spaltenvektoren af) und a® in einem
(21+1)-dimensionalen Hilfsraum zusammen, so er-
halten wir folgendes Matrixprodukt

(1) () o) D -
== A(m', n=0p Uad Op (57)

mit 0 als der transponierten, einzeiligen Matrix

zu a'V . Die Determinanten A?) kénnen durch Ent-
wicklung nach einer Zeile oder Spalte ebenfalls durch
Elemente der adjungierten Matrix dargestellt werden.

5. Beispiele fiir die Anwendung
des Variationsverfahrens

Als konkrete Beispiele fiir die Anwendung des
Variationsverfahrens auf die Verhaltnisse bei nicht-
polaren Halbleitern wollen wir die elektrische Leit-
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fahigkeit, die Warmeleitfahigkeit und die Thermo-
kraft in den beiden ersten Naherungen berechnen.
Wir wahlen wieder das bereits in § 3 diskutierte
Modell.

Die Wechselwirkungen zwischen Elektronen und
Phononen erfassen wir nach der Brocuschen Theorie,
wobei die Energiednderungen der Elektronen beim
Sto} mit den Phononen beriicksichtigt werden. Dem-
gegeniiber wird die Phonon — Phonon-Wechselwir-
kung durch Einfiihrung einer freien Weglidnge der
Phononen beschrieben. Die StoBoperatoren entneh-
men wir den Gln. (34), (35), (41) und (42).

Zur Vereinfachung der Rechnung beschranken wir
uns fortan auf hohe Temperaturen relativ zu der
bereits definierten Bezugstemperatur © , so dal} wir

die Grofe

5-VOIT <1 (58)

als Entwicklungsparameter benutzen kénnen. Hier-
bei werden wieder (vgl. Anm.?) alle Glieder weg-
gelassen, die von hcherer als 2. Potenz in 0 klein
sind.

Bei der Berechnung der Koeffizienten d,5 und g
treten Integrale tiber die Pranck-Funktion auf, die
durch Anwendung der BervourLi-Entwicklung 1! auf
elementare Integrale zuriickgefiihrt werden koénnen.
Die geforderte Konvergenzbedingung |z | <2 wird
nur bei sehr hohen Energien (¢ < 7%/4 6°) verletzt,
was jedoch wegen des exponentiellen Abfalls der
Bovrzmann-Funktion keine Rolle spielt.

Auf die Integrationsgrenzen der Wechselwirkungs-
integrale wurde bereits hingewiesen: In allen Aus-
driicken, in denen die Borrzmann-Funktion enthal-
ten ist, konnen wir z von 0 bis ~ laufen lassen.
Lediglich bei den Koeffizienten h,; darf im 2. Term
[s. Gl (42)], der die Phonon — Phonon-Wechsel-
wirkung erfalit, nach der DeByeschen Theorie z nur
von 0 bis ©p/T anwachsen. Hierbei treten dann die
Desyeschen Integrale vom Typ

27 dx

(er—1) (1—e—7) (59)

]n(x) ==
0

auf, die tabelliert!? vorliegen. Die Einzelheiten der
etwas umfangreichen Rechnung sollen hier iber-
sprungen werden, da sie keine prinzipiellen Schwie-
rigkeiten enthalten. Die meisten Integrale aufer

11 Siehe z.B. Janxke u. Empe, Tafeln hoherer Funktionen,
Leipzig 1948.
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denen vom Typ (59) fithren auf unvollstindige
I'-Funktionen, die wegen (58) entwickelt, d. h. durch
gewohnliche I'-Funktionen ersetzt werden koénnen.
Fir die Berechnung der beiden ersten Ndherungen
ergeben sich damit folgende Koeffizienten:

7

doy= d (1— 3 52), dyy = dyp,

16 25
d10=3(l(1f 9(52), duzlzd(l—l;éz),
8oo= —dgo g01=—3V;éd,

21, ,— (60)
810= —dp, gn:*'z*l/-"ada
hoo= —8oo+ “*d, hoy = hy 5

J J,
hig= — 801 + asfls h11=—g02+';d'

Hierin ist die GroBe d durch Gl. (36) gegeben. Fer-

ner ist

. alp n h® ik
a=6402 () (60 a)
und /. die freie Weglidnge der Elektronen
Gy a2 (60 b)

*T 16amkT

Eine numerische Abschitzung der Grole a zeigt,
daBl @ <1 ist, auBler fiir extrem hohe Elektronen-
dichten n, auf die die klassische BoLtzman~-Vertei-
lung ohnehin nicht mehr anwendbar ist. Wir beriick-
sichtigen daher in der weiteren Rechnung nur Glie-
der bis zur ersten Ordnung in @ oder zweiten Ord-
nung in 0 und vernachldssigen alle dazu kleinen
Glieder.
Fir die Koeffizienten a,") und 5, ergibt sich

Gl _ 3a%nhd Gh) _ 15 #2 n ks
a = — e
. @m)’: %1 22m)'
e — SEE B 0,0 - _ 10572 n 1>

o 2(2 m)3/= 2 1 4(2 m)a/z ’
B =0, Bt =0, (61)

Gy _ (RD)" oy _ _ (kD)

s T e e 17 L

In 1. Ndherung werden die Determinanten A
und A,(,,ly)n am besten direkt ausgerechnet. Fiir die
elektrische Leitfahigkeit ergibt sich dann

12 fiir n=5,7,9,...siche E. H. SoxourmMer, Proc. Roy. Soc.,
Lond. A 203, 75 [1950] oder A. H. WiLsox, The Theory of
Metals, S. 337; fiir n=2, 3, 4, 6 sieche D.K. C. MacDo~xaLp
u. L. T. Towrg, Canad. J. Phys. 34, 418 [1956].
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1y _ 16 (2m)"2 e hog(a(2))? 62) e _ K (3 S\ 324 b 68
Y * N S [o2) e\2 %7) 92T 4 (68)
und nach Einsetzen der Koeffizienten Nach Art des Variationsverfahrens unterscheiden
G 9mane( hr Vh[y LT 6, al (63) sich die Zahlenfaktoren ifl den Ausdriicken fiir o'
32 2m \2amkT) | 3T ' Jy und ¢® noch um ca. 12% von denen der bisherigen

Das entsprechende Ergebnis der bisherigen Theo-
rie ohne Variationsverfahren lautet unter Annahme
elastischer StoBe zwischen Elektronen und Phononen

G0) _ ane ( h? >”": (64)
2m \2amkT

Zur Berechnung der Warmeleitfahigkeit in 1. Na-
herung gehen wir von einer Formel aus, die man
nach Konrer? aus den Gin. (32) und (55) durch
Anwendung des Syrvesterschen Satzes iiber Super-
determinanten erhalt

16 7 (2m)': Ag, 33,5
Y :

H=

(65)

Die Determinante 4; 3 ; ;  entsteht analog 4, ;
aus 4 durch zweimaliéé Rinderung. Wegen 3,2 =0
fiir beliebige r liefert sie in 1. Ndherung den ein-
fachen Wert (2y(”?)2 (f,9)2. In hoheren Niherun-
gen wird ihre Aufl6sung jedoch sehr uniibersichtlich,
so dal man besser die Groflen S, , getrennt unter
Benutzung des Entwicklungssatzes (57) berechnet.
Wir erhalten damit in 1. Naherung

(1) _ 162 m)le (B, Cl))2

33T o
_AakD)y (-))[ a
T 3ulh3T L /A |] Jigl? (o0}

d.i. lediglich der Gitteranteil der Warmeleitfdhig-
keit, wahrend der elektronische Anteil erst in 2. Ni-
herung erscheint. Denselben Wert fir die Gitter-
wirmeleitfahigkeit — bis auf das Korrekturglied —
erhdlt man auch nach der gewohnlichen Theorie
ohne Variationsverfahren, was verstandlich ist, da
die Phonon — Phonon-Wechselwirkung nach Einfiih-
rung einer mittleren freien Wegliange lediglich durch
einen multiplikativ wirkenden linearen Operator be-
schrieben wird.

Fir die Thermokraft erhalten wir nach Gl. (31)
unter Benutzung von (54)

= (67)

Die 1. Naherung ldft sich wieder sofort hinschrei-
ben, wobei wir zur besseren Ubersicht die bis-
her mitgefiihrten Korrekturglieder weglassen. Mit
1, =0%/ne konnen wir die Thermokraft in folgen-
der Form schreiben

Theorie.

Zur Berechnung der 2. Niherung benutzen wir
den weiter oben hergeleiteten Entwicklungssatz (57),
wozu wir zunichst die zur Koeffizientenmatrix (2
adjungierte Matrix A aufstellen miissen. Diese
rein algebraische Rechnung ist sehr einfach und soll
daher hier iibergangen werden. Als elektrische Leit-
fahigkeit in 2. Naherung erhalten wir
329 6 | 12 Ty

6® =397 ;0 [7 4 : .
17 T 718 J,Jy—Tgt

|
T l aj- (69)

Hierin weisen die Zahlenfaktoren nur noch eine Un-
sicherheit von ca. 4% auf, die in 3. Ndherung !* auf
weniger, ca. 2%, absinkt, was die schnelle Konver-
genz des Variationsverfahrens zeigt.
Fir die Thermokraft ergibt sich in 2. Naherung
unter Vernachldssigung der Korrekturglieder
8(2): _ k <55 f,_ > 128 Llo lp

) — (70)
e\26 kT 39xa T pe

mit derselben Unsicherheit der Zahlenfaktoren wie
oben.

Die Wirmeleitfiahigkeit setzt sich additiv aus drei
Anteilen zusammen, die wir durch je zwei Indizes
kennzeichnen wollen:

(71)

H=72pe+ %ep + Hpp -

Den rein elektronischen Anteil #,, sowie den reinen
Gitteranteil »,, erhdlt man auch mit den bisherigen
Verfahren, von den Korrekturgliedern abgesehen,
wihrend der gemischte Anteil %, erst durch die si-
multane Behandlung beider Borrzmans-Gleichungen
im Variationsverfahren erscheint. Dasselbe Glied
tritt natiirlich auch in der Metalltheorie auf. Durch
eine numerische Abschidtzung sieht man, dal} ., im
allgemeinen klein gegeniiber x,, ist. Es ergibt sich
in 2. Ndherung unter Vernachlassigung der Korrek-
turglieder

9 225 k\2
xée): 416 ((,) o®7T, (72)
2 10 =
;g(e“p): 5 uynkl,, (73)
@ 4akD)il <9D>[ 12 a ) 4
oo = 3uemr Y07 )1 T30, LIy

13 Sjehe Anm. *.
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Eine nédhere Diskussion dieser Ausdriicke soll
nicht erfolgen, da bei einem realen Halbleiter de-
taillierte Uberlegungen iiber die zusitzlich in Frage
kommenden Streumechanismen und insbesondere
iber die Phonon — Phonon-Wechselwirkung voran-
gestellt werden miilten. Es sollte an dieser Stelle
lediglich die praktische Durchfiihrung des Variations-
verfahrens an einem konkreten, vereinfachten Bei-
spiel erldutert werden.

Wie schon weiter oben betont wurde, bringt die
Hinzunahme zusatzlicher Streumechanismen, die auf
Elektronen oder Phononen allein wirken, keine
mathematischen Schwierigkeiten mit sich, da der-
artige Einfliisse additiv gehen. Daher erlaubt das
Variationsverfahren im Gegensatz zu den bisherigen
Substitutionsmethoden die simultane Erfassung meh-
rerer Streumechanismen ohne einschrinkende An-
nahmen iber den relativen Einflufl derselben.

Herrn Prof. Dr. M. Konier danke ich herzlichst fiir
die Anregung zu dieser Arbeit sowie fiir zahlreiche kri-
tische Diskussionen.

6. Anhang

Bei der Aufstellung des Extremalprinzips fiir den
Fall, daB sich die Gitterwellen im thermischen Gleich-
gewicht befinden, konnte Konrer die dortige Extremal-
funktion bis auf den Faktor 1/T mit der Entropiever-
mehrung durch StoBe pro sec und cm?® identifizieren.
Wir fiihren nun den entsprechenden Beweis fiir die
verallgemeinerte Extremalfunktion {¥, @} nach Gl
(7) durch. Hierzu konnen wir die beiden Borrzmans-
Gleichungen (1) und (2) fiir die Verteilungsfunktionen
f(£) und N(q) allgemeiner schreiben:

\ 5f _[8f
TRk (C, gradt /) + (v, grad: /) + 3 [at Ltase ’
(75)
3N 3N
(1, grad: N) + = S?lswﬁe ’ (79

Wir multiplizieren nun die erste dieser beiden Gleichun-
gen mit logf und die zweite mit log N und fiihren
einige einfache Umformungen durch. Hinzu addieren
wir die analogen Ausdriicke, die man durch Substitu-
tion von f durch (1—f) und N durch (N+1) erhilt.
Nach Integration iiber den f- bzw. g-Raum erhalten
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wir als Entropiesdtze fiir das Elektronen- bzw. Phono-
nengas:

aaSte +dive S (7)
= — oo [ ogf-tog-n1 [F] . a,
wo
.
S 5 / [flog f+ (1 —f) log(1—/)] dE,
k[
So=— %, [ [log -+ (1—f) log(1 -] vat
und analog
3% . .
3¢ +le[51) {78

Stole

k oN
—— o [toeN—togv 1) ao,
mit

k
Sp= — 813/[N10g1v_(1v+1) log(N+1)] dg,

By 8—’;3/ [Nlog N— (N+1) log(N+1)] udq.
Hierin sind Se und S; die Entropiedichten und %, und
sp die Entropiestromdichten des Elektronen- bzw. Pho-
nonengases 4,

Zur Umformung der Integrale auf der rechten Seite
der beiden Entropiesétze benutzen wir die Ansitze (3)
und (4) fiir die Verteilungsfunktionen und (5) und (6)
fiir die Stofloperatoren, die auch fiir allgemeinere Wech-
selwirkungsmechanismen gelten. Wie dort beschrinken
wir uns auf lineare Glieder in @ (f) und ¥ (q). Damit
lassen sich mit S=S,+.S, und $=5,+5, beide Entro-
piesdtze zusammenfassen zu

Saf + diV[ S

:s,:w/ [D(F) — (E— )1 [Ly(D) + Lo (V)] dE
+é7;37'/[T(Q)_hVu][Ls(¢)+L4(Y’)]dq.

Da wihrend der StoBe zwischen Elektronen und
Phononen die Gesamtenergie konstant bleibt, fallen die
zu Et— und h v, proportionalen Glieder weg. Die rest-
lichen Glieder auf der rechten Seite der obigen Glei-
chung ergeben nun die Entropieerzeugung durch Stofle
pro sec und cm® womit die physikalische Bedeutung
der Extremalfunktion {®, ¥} gezeigt wurde.

14 Sjehe z.B. J. E. Mayer u. M. GoepperT-MavER, Statistical
Mechanics, John Wiley & Sons, New York 1950, S. 112.



